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Resume -Un modele mathematique simple est employ6 en vue de prtvoir numeriquement le 
dtveloppement dune couche limite turbulente compressible comportant des transferts de chaleur. 

L’hypothese de base cons&e a Ccrire: UC = -vr(88/dg) avec: Y r = (?/2)“*1 oti z/2 est l’energie 
cinetique turbulente et I une tchelle caracteristique de longueur. 

Les valeurs calcukes (vitesse, temperature, nombre de Stanton. .) sont en bon accord avec les resultats 
experimentaux. 

NOMENCLATURE turbulentes caracterisees par des nombres d’onde 

ui, = !Ji + ui projection de la vitesse instantante 
sur l’axe i; 

T, = T+ 0 temperature statique instantanee; 
v, viscosite cinematique; 

K viscosite dynamique; 

0, nombre de Prandtl; 
err,, our oq2, nombres de Prandtl gentralises; 

1. Cchelle integrale de longueur; 

I’? = p + p’, masse volumique instantante; 

P, = p + p’, pression statique instantanee; 

H12. parametre de forme. 

Indices 

differents; celui-ci traduit de faGon empirique un certain 
type d’interaction entre Ccoulement moyen et mouve- 

ment turbulent. 
Le programme de calcul ainsi Clabore a permis de 

prevoir avec une precision convenable, pour les besoins 
industriels, le comportement de couches limites jusqu’a 

des nombres de Mach de l’ordre de 7. 

paroi; 
Ccoulement sain. 

I. INTRODUCTION 

II. EQUATIONS 

La relation entre la contrainte et le champ de vitesse 
moyen est suppoke de la forme: 

ao 
-iii5 = V,ff, 

cy 

avec 

r V,rr = (?/2)‘!21 

LE PRESENT calcul a pour but de determiner le com- 
portement d’une couche limite turbulente compres- 
sible: il s’inspire de la methode developpee recemment 
a 1’Imperial College dans le groupe du Professeur 
Spalding par Launder et Ng concernant les ecoule- 

ments incompressibles [l]. 

Les equations fixant entr’autres l’holution de g/2 et 

de T/21 sont : 

La description des Ccoulements compressibles 

turbulents a grand nombre de Reynolds a ete tentee 
a l’aide de cinq equations de type parabolique semi- 
lineaire. 

1. Equation de continuitk 

Les fermetures adopt&es sont de plusieurs sortes: 
celles concernant les quantites ii& ;B et 5r/2+@/p 
s’apparentent au formalisme dit du “premier gradient”; 
celles qui s’appliquent a l’equation d’evolution des 
quantitts turbulentes z/2 et T/22, s’inspirent de 
considerations experimentales, tout en s’appuyant sur 
des reflexions d’ordre semi-empirique pour traiter la 
dissipation d’energie cinetique turbulente; d’autres 
reflexions du type dimensionnel permettent devaluer 
dans l’espace spectral certains termes de l’equation de 
comportement de T/21. Pour l’equation en T/21 trts 
pres de la paroi, il est necessaire de supposer un 
mecanisme de transfert d’energie entre des structures 

2. Equationde conservation de la quantite de mouuement 

Vg+g!!!= _ 1dP 8~ 

dJ /idx dq 

3. Equationde l’dnergie cinitique turbulente (cf. [2], [3]) 

@2 _ay5/2 
Ffvq= 

84’ 
_,?!_LJ 

aY 

893 

D = Dissipation = Ci (g/2)3’2/1 



On petit considerer que I’equation regissant l’evolu- 
tion de ~~Zl s’apparente au schema ciassique (cf. [3] 
et Annexe). 

Convection + Production + Diffusion + Dissipation 

Dans cette forme, le dernier terme a CtP propose par Ng 

(cf. [I]). Cet auteur Cprouve quelques di~cu~t~s a 

justifier theoriquement sa proposition qu’il considere 
seulement validee par les consequences m&mes du 
calcul. 

On suppose constantes les chaleurs specifiques C, 

et C, ainsi que la conductivite thermique; de plus, 
I’equation de continuity est utilisee sous sa forme 

incompressible (hypothese de Morkovin). Les approxi- 
mations classiques de la couche Iimite Ctant retenues. 

ainsi que I’hypothese d’un ecoulement moyen station- 
naire, on a: 

avec 

H" = C P T+U2,i2. 

Ill. TRAITEMENT MATHEMATIQliE 
DES EQUATIONS 

Les cinq equations h rtsoudre peuvent se mettre 
sous la forme g&rerale suivante, donnke par Spalding 
(cf. [4],. 

(0 est un parametre sans dimension. en relation avec 
la fonction de courant et cf, une quelconque fonction 
inconnue du systeme. ~int~~ration de cette equation 
suivant LQ, permet de determiner, grace B la variable 
d’evolution x, le profil de tit a I’abscisse s+dx, le 
connaissant i I’abscisse s. Le systeme parabolique est 
semi-lineaire puisque les coefficients a, h, c, n sont 
supposes constants entre les abscisses x et x + dx. Le 
couplage des equations apparait au niveau des 
coefficients ct. b, c. (1. 

L’adoption de ce type d’tquations requiert I’utilisa- 
tion de l’hypoth~sede Morko~in concernant les Auctua- 
tions de masse volumique (j”ui/pni petit). 

iv. Confrontation DU CALCUL AVEC 
LES RESULTATS EXPERIMENTAUX 

Le tableau ci-apres donne un apercu des diverses 
comparaisons tentees, et permet de constater que, a la 
lumiere des courbes auquei il se rapporte, le phenomene 

turbulent est bien pris en charge par le systeme propose, 
particulierement dans quelques cas caracteristiques: 

(a) Lepremier (Bradshaw: cf. Figs. l-3 [S]) concerne 

* Bradshow a=-0.255 
-Cotcui x=Z,lm 

*. 

x cm 

!.. 

8 Btodshow O*-0.255 

- COlCUl 

I, / I j 
0.5 I I,5 2 235 

x* m 

FIG. 3. 

des mesures reatisees dans une couche hmite en 
equihbre (U(x) = Kxla; CI = 0.255): dans ce type 
d’ecoulement, le role des conditions initiales est quasi- 
ment neghgeable; cette confrontation permet de 
controler l’adaptation du modele a la recherche de 
situations asymptotiques caracterisees entre autres par 
un effacement des conditions initiales. 

(b) La stabilite numerique et physique du modtYe a 
tte Cprouvee en le confrontant aux experiences plus 
globales de Moses (cf. Figs. 4 et 5 [5]) oti la couche 
limite avoisine le decollement, une relaxation ayant 
ensuite lieu. Les rtsultats du calcul sont en bon accord 
avec les donnees exp~rimentales, malgre t’extreme 
s&&rite des conditions imposees. 
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I------l 

Y, cm 

FIN. 4. 

+ Moses ‘OS 5 

X, m 

FIG. 5. 
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FIG. 6 

(c) Le cas de la plaque plane est d’intkr&t du fait que 
seules y agissent des contraintes tangentielles trees du 
mecanisme turbulent lui-m&me. Les essais de Hasting 
et Sawyer (cf. Figs. 6, 7 [6]) sont de ce point de vue 
instructifs. On y voit la couche limite se generer le long 
de la paroi par le jeu de ses mecanismes propres. 

f Morettl-Kays run I 
plaque refroldle 

* Morettl+Cays run 36 
plaqwrefroid~e wet 

0,003 
gradlent defavorable 

s 

5 * 

07 f 0.002 - \ 

*\ 
*-1; 

Refroldissement 

I / 1 / / , 

150 f X Robert-kismet 
Fort refroidissement 

505 
0.1 0.2 0,3 0,4 0s 0,6 0,7 08 0,9 

Y/S 

FIG. IO. 

,O 

(d) Quant aux effets thermiques, ils n’ont certes pas 
et& omis, puisque le programme de calcul permet de 
traiter aussi bien les situations ou la paroi est refroidie 
artificiellement (Moretti et Kays sans-et avec- 
gradient de pression; Robert et Voisinet avec gradient 
de pression negatif; cf. Figs. 8 et 9 [7]; Fig. 10 [8] que 
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t POpwS 
ploquaadtob 
moth=227 

I,0 1.5 2.0 23 
X, m 

FIN;. i3. 

ceux oti elle est adiabatiquc (Pappas, cf. Figs. 11 et 12 

IX}. 
(e) Enfin, la validite du programme a et& testee sur 

un cas limite a Mach tres Cieve (M = 7.2), celui de 
Horstman et Owen sur paroi cyIindrique (cf. Figs. 

13-17 [iOJ,. 
Ainsi, le large eventail des configurations traities, 

dont le Tableau 1 constitue la synthese, garantit une 
sftrete de prediction des ecoulements complexes de type 
industriel: on notera particulierement sa valeur 
operationnelle dans 1’Ctude des Ccoulements super- 
soniques sur les aubages de turbomachines comportant 

I 1 : / / / 1 

cl,, 0.2 0,3 0,‘l 0,5 0,6 0.7 0,B 0,9 1.0 

V/6 

1;~;. IS 

Horstmon-Owen 
a& ngrique - 

K* 

-8x=l,76m 

-- l x :ZJ?m 

-0,lL Y/8 

Ft<j. 16 

H~Stmqn-OWen 
oxisymetrique 
moch7.2 
x a1,76m 

cl,41 
0,l 0,z 0.3 0,4 0,5 0.6 0.7 0,8 0.9 1.0 

V/6 

FIG. 17. 

des gradients de pression longitudinaux (positifs ou 
negatifs) tres Cleves. De plus, le modele adopte permet 
de situer avec precision la position du point de 
decollement de la couche limite turbulente com- 
pressible. 

V. CONCLUSION 

La mtthode de calcul que nous avons mise au point. 
se fondant sur les travaux de Ng et Launder, ne fait pas 
partie des programmes les plus elabores du point de vue 
thttorique, que t’on puisse concevoir. Cependant, elle 
a l’avantage d’allier, k une formulation simple des 
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Gquations mathkmatiques. une grandc stabilitk 

nl(mkrique, qui la rend utile dans nombre de cas 

industriels (kolution de couches limites su~ers~~l~iqL]~s 

h tempkwures trt:s i-levks. prkvision de la position du 

point de d~~~~ilerne~~t). 

Les concessions faites au niveau des fermetures, et 

en particulier lc choix de mod&les du type “premier 

gradient”, offrent en compensation un systkme 

d’iquations irks homogkne, qui apporte une stabilitit 

numCriyuc prkieuse clans I’ktude dcs koutements 

rapidement Cvolutifs. 

La ~~~niti~l~ mEme de la viscosite eficace nous 

oblige alors ii ne traiter les kyuations qu’it I’exterieur 
de la sowcwche visqucuse; les valeurs des variables 
dans la rCgion de prochc paroi sent alors issues d’une 

exploitation de la notion de loi lo~arith~iique, telle 

que I’imagine Ng. Ce type d’approche semble dkisif 

en ce yui concerne les qua&% de pr~di~ti~)ii de la 

m&thode. 

Les prolongements de cette i-tude peuvent itre de 

deux types: 

(i) D’une part, on pent essayer de considCrer la 

contrainte turbulente comme provenant de deux 

m~~~nismes que i’nn ~iistin~ue; l’un associ& aux pctites 

structures sernit pris en compte dans un mod& du 

type premier gradient: I’autre, B travers une loi de 

comportement analogue h cclle utiliske par Jeandel et 

hiIathieu [ 1 I], Cette approche nkessiterait I’acc~s 2 une 

repartition spectrale de la contrainte. d&L bien sake 

k trawrs lcs travaus de Courseau et Loisenu. Ce 

modble pe~r~lettr~~it de conserver la stabilitti num6riquc, 
par lc jeu de la viscosit6 turbulente associk aux fines 

structures, tout en rendant Ic formalisme plus adapt& 

3 ce que I’on sait d’une certaine physique du 

phknomkne. 

(iif D’autre part. I’Ctude peut &re &endue au calcul 

du d~v~lo~pement de la couche Iimite sur I’ensemble 

d’un profil, depuis le bord d’attaque jusyu’au dkcolle- 
ment. si l’on assure unc prisc en compte, mCme 
sommaire. de la transition l~min~ire-turbillent [I 121. 
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Nous disposons d’un syst&me de tiny +uations 
di&rentielles des variables LT. C’. q%!. (jL:X. g* : 

avec: 

F,(k) = - -1 + B f C = Dissipation de &21 

Un grand nombre de quantit& nous cst pour I’instant 
inconnu, d’oti la nPcessit& de “fermer” les tquations gr5.ce it 
des hypotheses physiques, yui sent de plusieurs types: 

Dans notre modele, cp pourra rep&enter indi~~r~lnment 
les quantitbs fluctuantes II, 0 ct (j2 ‘2. 

(b) 7jl’e ,~~fF~i-~~7Z~jrj~~~~ 

Cette fermeture concerns: i‘i-valuation du terme f), 
representant la dissipation d’Cnergie cinktique turbulente en 
chaleur par la viscositi. Cc terme doit &tre de la mZme 
dimension que le terme: 

“i$; _ it?1 
?r tt1 
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A la lumitre de l’ttudk de Rotta (cf. [3]), on prendra D de 
la forme : 

(c) Type purement dimensionnel 
(i) Le terme production de l’equation en ?/21 represente 

en quelque sorte la distribution spectrale de la quantitt 
au: la dimension de F, z sera telle que: 

’ [FL21 d!i = “. 
0 

II en rtsulte que l’inttgrale 
L dkr?U 

E’z~~ 

qui est une moyenne ponder&e par l/k, de la quantite 
F,,iiU/i;v sur tout I’espace des k, sera approchee par: 

(ii) Le terme “dissipation” C defini par: 

2vk4 
C=s 

s 
;Fz/2 

sink.r 
----dvol 

LOI k,r 

est I’analogue pour I’equation en ?;21 du terme dissipatif D. 

II semble done loisible de le prendre egal II 

c;(q2/2)3”. 

represente le transfert d’energie qui s’opere entre les grandes 
structures et les petites: cet Cchange energetique est dfi au 
cisaillemenr propre de la turbulence. On peut ecrire: (cf. (13)) 

A = cj(y2/2)” ‘, 

(d) Type empirique 
Le terme B dtfini par: 

est pris egal i /?O,;i_rur(~~ I/j)‘. II reprtsente une inter- 
action entre le mouvement moyen et la turbulence. 

Ainsi, le systeme a cinq equations est fermt, les quantites 
inconnues ayant ete tvaluees en fonction des variables des 
equations. Les constantes sont determinCes a I’aide 
d’exemples experimentaux simples (decroissance de la 
turbulence derniere grille, ecoulement en equilibre local). 

A COMPUTING METHOD FOR COMPRESSIBLE TURBULENT 
BOUNDARY LAYER WITH HEAT TRANSFER 

Abstract-A very simple model is used in order to predict the development of a compressible boundary 
layer with heat transfer. 

Basically, a first gradient approximation is used: ii? = -\lT(?D/ily) with or= (1J2’2)l ‘1. T/z/2 is the 
turbulent kinetic energy and I a characteristic length scale. 

With this parabolic scheme, the computing process is very stable. 
Predicted values (velocity, temperature, Stanton number.. .) are in good agreement with experimental 

data. 

EINE METHODE ZUR BERECHNUNG KOMPRESSIBLER TURBULENTER 
GRENZSCHICHTEN MIT WARMEAUSTAUSCH 

Zusammenfassung-Zur Vorausberechnung der Entwicklung einer kompressiblen Grenzschicht mit 
Warmeaustausch wird ein sehr einfaches Model1 verwendet. Dabei wird von der Ndherungsformel 
iii? = -vr(in/Sy) mit vT = (Ijl/2)“2r ausgegangen, wobei T/2 die turbulente kinetische Energie und I eine 
charakteristische Lange ist. Mit diesem Gleichungssystem ergibt sich ein sehr stabiles Berechnungs- 
verfahren. Die berechneten Werte (Geschwindigkeit, Temperatur, Stanton-Zahl ,) stimmen gut mit 

experimentellen Daten iiberein. 

METOQ PAC’IETA CXKMMAEMOI-0 TYP6YJIEHTHOF0 HOI-PAHMYHOFO 
CJIOll IIPM HAJIMYMM TEILJIOOGMEHA 

AHHoTauHn - ,&vt pacYeTa cxnMaeMor0 norpaHw~Hor0 cnoa npn Hanmmn TennooGMeHa npnMeHena 
o’ienb npocTafl Monenb. fIpn 3T0~ McnonbsyeTcn rpanneHT npn6nnmeHHoro Tuna an54 TP~H~WI 

it0 : - vr aslay npu vT = (7/2)0:/. r aeF/2 - Typ6yneHTHafl KHHeTH’IeCKaa 3HeprHII W 1 - XapaK- 
TepHblti MaCmTa6. npM TaKOit napa6onn9ecKoR CXeMe ‘InCJleHHblk MeTOn IlBJlReTCR BcXbMa 

yCTOi+iMBblM. i%C’leTHble 3HaYeHMR (CKOpOCTb, TeMnepaTypa, ‘IHCJtO GTaHTOHa W T. n.) XOpOmO 
COrJtaCyEOTCa C 3KCne,,AMeHTanbHblMB naHHblMA. 


