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Résumé—Un modele mathématique simple est employé en vue de prévoir numériquement le
développement d’une couche limite turbulente compressible comportant des transferts de chaleur.
L'hypothése de base consiste a écrire: Ut = —v;(8U/0y) avec: vy = (g%/2)''%1 ol ¢7/2 est I'énergie
cinétique turbulente et / une échelle caractéristique de longueur.
Les valeurs calculées (vitesse, température, nombre de Stanton...) sont en bon accord avec les résultats
expérimentaux.

NOMENCLATURE
U, = U;+u; projection de la vitesse instantanée
sur l'axe i;
T, = T+0 température statique instantanée:
v, viscosité cinématique;
i, viscosité dynamique;
a, nombre de Prandtl;
Ou, Oy, 0,2, Nombres de Prandtl généralisés;
I, échelle intégrale de longueur;
0, = p+ p’. masse volumique instantanée;
p, = p+p/, pression statique instantanée;
H,,, parameétre de forme.
Indices
D, paroi;
g, écoulement sain.

I. INTRODUCTION

LE PRESENT calcul a pour but de déterminer le com-
portement d'une couche limite turbulente compres-
sible: il s’inspire de la méthode développée récemment
a I'Imperial College dans le groupe du Professeur
Spalding par Launder et Ng concernant les écoule-
ments incompressibles [1].

La description des écoulements compressibles
turbulents a grand nombre de Reynolds a été tentée
a Taide de cing équations de type parabolique semi-
linéaire.

Les fermetures adoptées sont de plusieurs sortes:
celles concernant les quantités v, v et vg’/2+Pv/p
s'apparentent au formalisme dit du “premier gradient”;
celles qui s’appliquent a Iéquation d’évolution des
quantités turbulentes ¢%2 et g2l sinspirent de
considérations expérimentales, tout en s’appuyant sur
des réflexions d’ordre semi-empirique pour traiter la
dissipation d’énergie cinétique turbulente; d’autres
réflexions du type dimensionnel permettent d’évaluer
dans I'espace spectral certains termes de I’équation de
comportement de ¢%2l. Pour 'équation en g%/2! trés
prés de la paroi, il est nécessaire de supposer un
mécanisme de transfert d’énergie entre des structures

turbulentes caractérisées par des nombres d’onde
différents; celui-ci traduit de fagon empirique un certain
type d’interaction entre écoulement moyen et mouve-
ment turbulent.

Le programme de calcul ainsi élaboré a permis de
prévoir avec une précision convenable, pour les besoins
industriels, le comportement de couches limites jusqu’a
des nombres de Mach de 'ordre de 7.

IL. EQUATIONS

La relation entre la contrainte et le champ de vitesse
moyen est supposée de la forme:
oUu

—UD = Ve 2—
ay

avec
verr = (7/2)%1
7=

Les équations fixant entr’autres I'évolution de 42 et
de ¢%2I sont:

1. Equation de continuité

opU  épv “u;
pU+p_V=0 (g«l).
Ox Oy PU;

2. Equationde conservation de la quantité de mouvement
oU _aU
+V-—=
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3. Equationde I'énergie cinétique turbulente (cf. [2], [3])
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4. Equation de comportement de q_zll

On peut considérer que I'équation régissant I'évolu-
tion de ¢%2/ s’apparente au schéma classique (cf. (3]
et Annexe).

Convection + Production + Diffusion + Dissipation
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Dans cette forme, le dernier terme a été proposé par Ng
{cf. {1]). Cet auteur éprouve quelques difficultés a
justifier théoriquement sa proposition qu'il considére
seulement validée par les conséquences mémes du
calcul.

5. Equuation de 'enthalpie totale moyenne

On suppose constantes les chaleurs spécifiques C,
et C, ainsi que la conductivité thermique; de plus,
Téquation de continuité est utilisée sous sa forme
incompressible (hypothése de Morkovin). Les approxi-
mations classiques de la couche limite étant retenues,
ainsi que 'hypothése d’un écoulement moyen station-
naire, on a:

pPH* | pOH* i[(fﬁii +1‘)£f”f
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H*=C,T+U%2.

avec

L. TRAITEMENT MATHEMATIQUE
DES EQUATIONS
Les cing équations a résoudre peuvent se mettre
sous la forme générale suivante, donnée par Spalding
(cf. [4]).

b feL LG ]
o Hla+ho)— = — c— )+d
ox A o\ Cw)

 est un parametre sans dimension, en relation avec
la fonction de courant et @ une quelconque fonction
inconnue du systéme. L'intégration de cette équation
suivant o, permet de déterminer, grace & la variable
d’évolution x, le profil de ® a l'abscisse x+dx, le
connaissant & P'abscisse x. Le systéme parabolique est
semi-linéaire puisque les coefficients a, b, ¢, d sont
supposés constants entre les abscisses x et x+dx. Le
couplage des équations apparait au niveau des
coefficients a, b, ¢. d.

L’adoption de ce type d’équations requiert Iutilisa-
tionde 'hypothése de Morkovin concernant les fluctua-

tions de masse volumique {(pu;/pu; petit).
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1V. CONFRONTATION DU CALCUL AVEC
LES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Le tableau ci-aprés donne un aperqu des diverses
comparaisons tentées, et permet de constater que, a la
lumiére des courbes auquel il se rapporte, le phénoméne
turbulent est bien pris en charge par le systéme proposé,
particuliérement dans quelques cas caractéristiques:

{a) Lepremier{Bradshaw:cf. Figs. 1-3{5]) concerne
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des mesures réalisées dans une couche limite en
équilibre (U{x) = Kx7% «a=0255): dans ce type
d’écoulement, le role des conditions initiales est quasi-
ment négligeable; cette confrontation permet de
contrdler I'adaptation du modéle a la recherche de
situations asymptotiques caractérisées entre autres par
un effacement des conditions initiales.

(b) La stabilité numérique et physique du modéle a
é1¢ éprouvée en le confrontant aux expériences plus
globales de Moses (cf. Figs. 4 et 5 [5]) ou la couche
limite avoisine le décollement, une relaxation ayant
ensuite lieu. Les résultats du calcul sont en bon accord
avec les données expérimentales, malgré Pextréme
sévérité des conditions imposées.
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(¢) Le casde la plaque plane est d’intérét du fait que
seules y agissent des contraintes tangentielles nées du
mécanisme turbulent lui-méme. Les essais de Hasting
et Sawyer (cf. Figs. 6, 7 [6]) sont de ce point de vue
instructifs. On y voit la couche limite se générer le long
de la paroti par le jeu de ses mécanismes propres.
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(d) Quant aux effets thermiques, ils n’ont certes pas
été omis, puisque le programme de calcul permet de
traiter aussi bien les situations ou la paroi est refroidie
artificiellement {Moretti et Kays sans—et avec—
gradient de pression; Robert et Voisinet avec gradient
de pression négatif; cf. Figs. 8 et 9 [7]; Fig. 10 [8] que
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ceux oy elle est adiabatique (Pappas, cf. Figs. 11 et 12
[9).

(e} Enfin, la validité du programme a été testée sur
un cas limite & Mach trés élevé (M = 7.2), celui de

Horstman et Owen sur paroi cylindrique (cf. Figs.

13-17 [10]).

Ainsi, le large éventail des configurations traitées,

dont le Tableau 1 constitue la synthése, garantit une
stireté de prédiction des écoulements complexes de type
industriel: on notera particuliérement sa valeur
opé¢rationnelle dans I'étude des écoulements super-
soniques sur les aubages de turbomachines comportant
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des gradients de pression longitudinaux (positifs ou
négatifs) trés élevés. De plus, le modéle adopté permet
de situer avec précision la position du point de
décollement de la couche limite turbulente com-
pressible.

V. CONCLUSION

La méthode de calcul que nous avons mise au point,
se fondant sur les travaux de Ng et Launder, ne fait pas
partie des programmes les plus élaborés du point de vue
théorique, que U'on puisse concevoir. Cependant, elle
a l'avantage d’allier, a une formulation simple des
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cquations  mathématiques, une grande stabilité
nymérique, qui la rend utile dans nombre de cas
industriels (évolution de couches limites supersoniques
a températures trés élevées, prévision de la position du
point de décollement).

Les concessions faites au niveau des fermetures, et
en particulier le choix de modeles du type “premier
gradient”, offrent en compensation un systéme
d'équations trés homogene, qui apporte une stabilité
numeérique précicuse dans ['étude des ¢écoulements
rapidement ¢volutifs.

La définition méme de la viscosite efficace nous
oblige alors & ne traiter les équations qu'a l'extérieur
de la sous-couche visqueuse; les valeurs des variables
dans la région de proche paroi sont alors issues d'une
exploitation de la notion de loi logarithmique, telle
que I'imagine Ng. Ce type d'approche semble décisif
en c¢e qui concerne les qualités de prédiction de la
méthode.

Les prolongements de cetie étude peuvent étre de
deux types:

{i) D'une part, on peut essayer de considérer la
contrainte turbulente comme provenant de deux
mécanismes que ['on distingue: 'un associé aux petites
structures serait pris en compte dans un modéle du
type premier gradient: Pautre, a travers une loi de
comportement analogue & celle utilisée par Jeandel et
Mathieu [ 11]. Cette approche nécessiterait 'accés & une
répartition spectrale de la contrainte, d¢jd bien saisie
& travers les travaux de Courseau et Loiseau, Ce
modele permettrait de conserver la stabilité numérique,
par le jeu de la viscosité turbulente associée aux fines
structures, tout en rendant le formalisme plus adapte
4 ce que lon sait d'une certaine physique du
phénomene.

{iiy Dautre part, I'étude peut étre étendue au calcul
du développement de la couche limite sur 'ensemble
d’un profil, depuis lec bord d’attaque jusqu'au décolle-
ment, si l'on assure une prise en compte, méme
sommaire, de la transition laminaire-turbulent [12].
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ANNEXE
Nous disposons d’un systéme de¢ cing é&quations
différentielles des variables U, V. ¢772, ¢%/21, H*:

)

”( Fuik)dk
8 4}

X sink-r
avec: Fia= oy ur - - dvol.
el r
S N sink-r
Fy = — | {0q7/2+ pi/p) - —dvol.
7 Jval kr

Fy(k) = ~ A4+ B+ C = Dissipation de ¢%/2{
A C oo e VOHY
U Vo= gt 2+ Coel+ Uit — - —

cx ey oy g Oy

Un grand nombre de quantités nous est pour Iinstant
inconnu, d’ot la nécessité de “fermer™ les équations grice a
des hypotheses physiques, qui sont de plusieurs types:

(a) Type "Diffusion” vu “a premier gradient”
Elles peuvent se résumer a la forme symbolique suivante:
{0 = Q+p)
‘ Pory U
B = o
Gy OV
3 L
Verr = (g2 L
Dans notre modéle, ¢ pourra représenter indifféremment
les quantités fluctuantes «, ¢ et ¢7/2.

(b} Type semi-empirigue

Cette fermeture concerne ['évaluation dua terme D,
représentant la dissipation d’énergie cinétique turbulente en
chaleur par la viscosité, Ce terme doit étre de la méme
dimension gue le terme:

2 4]
{1
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A la lumiére de I'étude de Rotta (cf. [3]), on prendra D de
la forme:
|

2 i9)3/2
D~ Cilq™ /21 [

(c) Type purement dimensionnel

(i) Le terme production de I'équation en ¢%2! représente
en quelque sorte la distribution spectrale de la quantité
uv: la dimension de F,; sera *elle que:

J [F.,]dk = iF.
, :

Il en résulte que l'intégrale

‘F dkeU
. 12 2y

qui est une moyenne pondérée par 1/k, de la quantité
F,23U/dy sur tout Vespace des k, sera approchée par:
eu
C, — it
ey
(i) Le terme “dissipation” C défini par:
2vk* sink-r
C=— qT/2 dvol
2% Jool kr

est I'analogue pour I'équation en ¢%2/ du terme dissipatif D.

11 semble donc loisible de le prendre égal a
C3(g?/2y,
(1i1) Le terme A, défini par:

k? éRL  éRF\sink-r
A=— - - ——dvol
47'[2 J‘vollZ ;( Frk (wrk ) k-r

Rix = uyuy u;

R = uuu;
représente le transfert d’énergie qui s’opére entre les grandes
structures et les petites: cet échange énergétique est di au
cisaillement propre de la turbulence. On peut écrire: (cf. (13))
A= calg?ape.
(d) Type empirique
Le terme B défini par:
k2 _ _ fujuisink-r
_ [ — —
B= Y Y (U—-U) - dvol

3 S
LT Jvol 71k Ty r

est pris égal a [oU/8yuw(cy /y)®. 11 représente une inter-
action entre le mouvement moyen et la turbulence.

Ainsi, le systéme & cing équations est fermé, les quantités
inconnues ayant été évaluées en fonction des variables des
équations. Les constantes sont déterminées a [aide
d’exemples expérimentaux simples (décroissance de la
turbulence derniére grille, écoulement en équilibre local).

A COMPUTING METHOD FOR COMPRESSIBLE TURBULENT
BOUNDARY LAYER WITH HEAT TRANSFER

Abstract— A very simple model is used in order to predict the development of a compressible boundary
layer with heat transfer.
Basically, a first gradient approximation is used: uo = —v7(@U/8y) with vy = (¢%/2)"2L ¢%/2 is the
turbulent kinetic energy and [ a characteristic length scale.
With this parabolic scheme, the computing process is very stable.
Predicted values (velocity, temperature, Stanton number ...) are in good agreement with experimental
data.

EINE METHODE ZUR BERECHNUNG KOMPRESSIBLER TURBULENTER
GRENZSCHICHTEN MIT WARMEAUSTAUSCH

Zusammenfassung—Zur Vorausberechnung der Entwicklung einer kompressiblen Grenzschicht mit

Wirmeaustausch wird ein sehr einfaches Modell verwendet. Dabei wird von der Naherungsformel

ur = —vp(30/8y) mit vy = (¢°/2)"/3] ausgegangen, wobei ¢%/2 die turbulente kinetische Energie und / eine

charakteristische Lange ist. Mit diesem Gleichungssystem ergibt sich ein sehr stabiles Berechnungs-

verfahren. Die berechneten Werte (Geschwindigkeit, Temperatur, Stanton—Zahl ...) stimmen gut mit
experimentellen Daten tberein.

METO/Jl PACYETA CXKMMAEMOI'O TYPBYJIEHTHOI'O NMOTPAHUYHOT'O
CJ10A ITPU HAJTUWYUU TEITJIOOBMEHA

Annotauns — [{ns pacueTa CxMMaeMOro NOrPaHUYHOTO CIIOS NPH HAJTUYMY TeN0o6MeHa IpuMeHeHa

OYeHb MpocTas Moaesib. IIpH 3TOM HCMOJB3YyeTca TPanveHT NPUOJUKEHHOrO THNA A TpeHUs

b= —vr&i/dy npn vr = (¢2/2)"*l, rne ¢*/2 — TypOysieHTHas KHHETHYECKAs IHEprus u [ — xapak-

TepHbit macwTab. Tlpu Takoit mnapabosuyeckoil CXeMe YMCNEHHBIE METOA ABSETCH BEChbMa

ycToWynBbIM. PacueTHble 3HaveHUsi (CKOPOCTb, TeMnepatypa, yuciio CTaHTOHA M T. [I.) XOpOLIO
COFTACYIOTCA € IKCMEPUMEHTATILHLIMK TAHHLIMH,



